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OPE´RATEUR DE SCHRO¨DINGER AVEC POTENTIEL SINGULIER
MULTIPOLAIRE
THOMAS DUYCKAERTS
Re´sume´. On e´tudie un ope´rateur de la forme : −∆+V sur Rd, ou` V est un potentiel admettant plusieurs
poˆles en a/r2. Plus pre´cise´ment, on de´montre l’estimation de re´solvante tronque´e a` hautes fre´quences,
classique dans les cas non-captifs, et qui implique des proprie´te´s de re´gularisation sur l’e´quation de
Schro¨dinger correspondante. La preuve est base´e sur l’introduction d’une mesure de de´faut micro-locale
semi-classique.
1. Introduction
Nous conside´rons dans ce travail un ope´rateur de la forme :
(1) P = −∆+ V,
sur l’espace Rd (d ≥ 2), ou` :
∆ =
∑
j
∂2
∂2xj
est le Laplacien standard, et le potentiel V est une fonction re´elle de´finie sur Rd. L’e´tude de la re´solvante :
Rz = (P − z)−1, z /∈ R,
pre`s de l’axe re´el, inte´ressante en elle meˆme, permet aussi de pre´ciser le comportement des solutions des
e´quations d’onde et de Schro¨dinger associe´es a` P . Lorsque V est re´gulier, de nombreuses ine´galite´s ont
e´te´ de´montre´es sur des normes de Rz dans des espaces a` poids, notamment l’ine´galite´ standard a` haute
fre´quence, sur la re´solvante tronque´e :
(2) ||χRzχ||L2→L2 ≤
C
1 + |z|
ou` z est grand en module, pre`s de l’axe re´el, et χ est une fonction re´gulie`re a` support compact. De tels
re´sultats remontent aux travaux de C. S. Morawetz [15],[16], qui en de´duisait la de´croissance uniforme
de l’e´nergie locale de l’e´quation d’onde correspondante. Il est possible de de´montrer (2) dans un cadre
ge´ne´ral, en modifiant la me´trique de´finissant le Laplacien ou en rajoutant un obstacle, moyennant une
hypothe`se essentielle de non-capture sur les ge´ode´siques de cette me´trique (cf [13],[3], [24]).
Dans [22] et [23], les auteurs conside`rent des potentiels peu re´guliers, et de´montrent des estimations
sur la re´solvante de P , des effets re´gularisants sur les e´quations d’onde et de Schro¨dinger. Le principe de
ces deux articles est d’e´crire des estimations sur le laplacien libre ∆, puis de conside´rer V comme une
petite perturbation de ce dernier. Un tel raisonnement fonctionne en particulier si V ∈ Lq, q ≥ d/2.
Ici, nous supposerons que le potentiel V , est petit a` l’infini et borne´ en dehors d’un ensemble fini de
poˆles distincts :
P = {p1, .., pN} ⊂ Rd
pre`s desquels :
V (x) ≈ aj|x− pj |2 .
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De telles singularite´s sont critiques, car du meˆme ordre que le Laplacien. Les singularite´s moins fortes
rentrent dans le cadre de l’article pre´cite´ et pour les singularite´s d’ordre supe´rieur on ne peut pas, en
ge´ne´ral, de´montrer (2) (cf [8]). Lorsque les constantes aj sont petites, le potentiel V reste en un certain
sens infe´rieur au laplacien et ce cas est encore traite´, lorsque d ≥ 3, dans [23]. En omettant cette hypothe`se
de petitesse, on change la nature du proble`me car on ne peut plus conside´rer V comme une perturbation
du laplacien.
Le cas unipolaire, essentiellement :
Pa = −∆+ a|x|2 , a+
(
d
2
− 1
)2
> 0,
est traite´ dans [19] et [6]. Moyennant l’hypothe`se sur a, qui assure la positivite´ de l’ope´rateur Pa, les
auteurs de´montrent des ine´galite´s de Strichartz sur les e´quations d’e´volutions associe´es a` Pa. Leur raison-
nement repose de manie`re essentielle sur le caracte`re radial de Pa et ne se ge´ne´ralise pas au cas multipo-
laire.
On de´montre ici (2) pour un potentiel multipolaire. Ce type de potentiels apparaˆıt dans certains
mode`les de relativite´ ge´ne´rale, mais la motivation principale de ce travail est l’e´tude d’un proble`me
critique, cas limite ou` les singularite´s de V sont exactement du degre´ d’homoge´ne´ite´ du Laplacien.
On suppose que pre`s de chaque poˆle pj , V est radial (c’est a` dire fonction de la seule variable |x−pj |).
Cette condition est le´ge`rement assouplie dans la section 4 (cf theore`me 2). On fait e´galement, pre`s de pj,
les hypothe`ses suivantes :
a
|x− pj|2 ≤ V (x) ≤
C
|x− pj |2 , |∇V (x)| ≤
C
|x− pj|3 ,
pour une grande constante C et un re´el a tel que a + (d/2 − 1)2 > 0. Ces hypothe`ses sont ve´rifie´s par
exemple lorsque V est exactement, pre`s de chaque pj, de la forme :
aj
|x− pj|2 , aj +
(
d
2
− 1
)2
> 0.
On suppose aussi pour simplifier V nul a` l’infini et borne´ en dehors des poˆles. Dans ces conditions on peut
toujours de´finir, au sens des formes quadratiques, un ope´rateur auto-adjoint semi-borne´ infe´rieurement
P = −∆+ V . Les hypothe`ses sur V et la construction pre´cise de P sont explicite´es et discute´es dans la
section 2.
The´ore`me 1. Soit V ve´rifiant les hypothe`ses (4),..,(9) et P = −∆ + V . On se donne χ ∈ C∞0 (Rd).
Alors :
(3) ∃λ0 > 0, ∃C > 0, ∀λ > λ0, ∀ε > 0, ||χRλ±iεχ||L2→L2 ≤
C√
λ
.
Dans le cas d’un seul poˆle (N = 1), (3) reste vraie sans la borne (7) sur la de´rive´e de V .
Comme de´ja` indique´, l’estimation (3) est l’estimation standard sur la re´solvante d’un Laplacien in-
duisant une me´trique non captive. Dans les cas captifs, (3) est fausse. Le the´ore`me 1 montre en particulier
que l’e´nergie ne se concentre pas a` haute fre´quence sur les poˆles, et que ces derniers ne se comportent pas
non plus comme des obstacles qui renverraient les rayons optiques.
On peut de´duire directement de (3), comme dans [4] l’effet re´gularisant classique sur l’e´quation de
Schro¨dinger. L’ine´galite´ uniforme haute fre´quence, telle qu’elle est de´montre´e ici, implique cet effet lo-
calement en temps. Pour avoir des re´sultats globaux, il faudrait de´montrer la meˆme ine´galite´ pour tout
re´el λ. On peut aussi de´duire du the´ore`me 1 la de´croissance de l’e´nergie locale de l’e´quation des ondes as-
socie´e a` P . Notons aussi que ces re´sultats impliquent des ine´galite´s de Strichartz (avec pertes e´ventuelles)
sur les meˆmes e´quations.
La de´monstration suit celle de N. Burq [3], et repose sur l’introduction dans un raisonnement par
l’absurde d’une mesure de de´faut semi-classique, objet introduit inde´pendamment par P. Ge´rard et P.L.
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Lions (cf [11], [14]). La difficulte´ nouvelle repose dans le compre´hension du comportement de la mesure
pre`s de chacun des poˆles.
On peut signaler une approche diffe´rente mais relate´e a` la notre pour de´montrer des re´sultats similaires,
celle du calcul de commutateurs positifs introduit par E. Mourre [17], et qui fonctionne telle quelle sur
l’ope´rateur unipolaire Pa. L’auteur tient a` remercier C. Ge´rard et F. Nier pour l’avoir e´claire´ sur ce sujet.
On renvoie a` [10] (et [1] pour une pre´sentation ge´ne´rale). L’article [24] de A. Vasy et M. Zworsky donne
une version micro-locale de ce type de techniques.
Mentionnons enfin les travaux re´cents [18], [7] sur l’e´quation des ondes en dimension 3 avec un potentiel
singulier. L’hypothe`se faite dans [7] est simplement une hypothe`se de petitesse sur la partie ne´gative du
potentiel, similaire a` notre hypothe`se (6). Dans cet article, le potentiel est pris dans une classe de Kato
critique, contenant strictement Ld/2. L’introduction de [18] pre´sente de manie`re tre`s comple`te les re´sultats
connus sur les ope´rateurs de la forme −∆+ V .
La deuxie`me partie du texte est consacre´e a` la de´finition pre´cise de P . La troisie`me partie concerne la
de´monstration du the´ore`me 1. Enfin, dans la quatrie`me partie, on e´nonce et on de´montre un raffinnement
du the´ore`me 1, ou` la condition de radialite´ sur V pre`s de chaque poˆle est assouplie.
2. De´finitions et hypothe`ses.
On commence par expliciter les hypothe`ses sur V . Comme de´ja` pre´cise´, on se place en dimension d ≥ 2,
et on se donne un ensemble de N poˆles (N ≥ 1) distincts :
P = {p1, .., pN} ⊂ Rd.
On suppose :
V a` support compact sur Rd(4)
V ∈ L∞loc(Rd\P ,R),(5)
et qu’il existe des constantes l, CV , C
′
V strictement positives, une constante re´elle a, des fonctions Vj ∈
L∞loc(]0, l],R) telles que pour tout entier j compris entre 1 et N , et pour |x− pj | ≤ l :
V (x) ≥ a|x− pj |2 , a+
(
d
2
− 1
)2
> 0(6)
|V (x)| ≤ CV|x− pj |2(7)
|∇V (x)| ≤ C
′
V
|x− pj|3(8)
V (x) = Vj(|x− pj |)(9)
Les hypothe`ses (4) et (5) sont loin d’eˆtre minimales mais on s’inte´resse ici a` l’effet des poˆles sur le
comportement de P . Pour des potentiels plus ge´ne´raux a` l’infini on pourra consulter [2], [24].
La borne (8) sur la de´rive´e et l’hypothe`se de radialite´ (9) de V pre`s des poˆles sont des hypothe`ses
apparemment techniques. Dans le cas d’un seul poˆle (N = 1), (8) est inutile, ce qui ge´ne´ralise les re´sultats
connus jusqu’alors pour un potentiel unipolaire radial, qui ne´cessitait toujours une hypothe`se sur la de´rive´e
de V . Dans le the´ore`me 2 plus loin, on fait une hypothe`se le´ge`rement plus faible que (9), ce qui permet
d’inclure des poˆles de la forme : 1/|x|2a (x/|x|). Mais en dehors de ces deux cas, il semble impossible de
se passer de (8), (9) avec la me´thode de preuve employe´e ici.
Enfin, (6) et (7) sont absolument essentielles. Sans l’ine´galite´ (6), P ne serait plus semi-borne´ infe´-
rieurement et le proble`me serait d’une nature comple`tement diffe´rente. La de´finition de P comme ope´rateur
auto-adjoint, que l’on fait ici par l’extension de Friedrichs, serait elle-meˆme ambigue¨. D’autre part, il ex-
iste des potentiels unipolaires V strictement positifs, ve´rifiant une majoration juste un peu plus faible
que (7) (en log2 |x|/|x|2), et tel que ni (2), ni aucune ine´galite´ de Strichartz ou de dispersion non triviale
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ne soient vraie (cf [8]). Si l’on veut encore que (2) soit ve´rifie´e pour des potentiels admettant des poˆles
d’ordre supe´rieur, il faut donc faire des hypothe`ses supple´mentaires, peut-eˆtre supposer une proprie´te´
monotonie de V au voisinage des poˆles.
Soit Q la forme quadratique sur L2 de´finie par :
D(Q) =H1 ∩
{
u ∈ L2(Rd); 1|x− pj |u ∈ L
2(Rd), j = 1, . . . , N
}
Q(u) =
∫
|∇u|2 dx+
∫
V |u|2 dx.
Lemme 2.1. Supposons (4),..,(7). La forme quadratique Q est ferme´e, semi-borne´e infe´rieurement.
De´monstration. Le fait que Q soit semi-borne´e infe´rieurement, trivial pour d = 2 (V est alors positif pre`s
de chaque poˆle), de´coule, pour d ≥ 3, de l’ine´galite´ de Hardy :
(10)
∫
|∇u|2 dx ≥ (d
2
− 1)2
∫
1
|x|2 |u|
2 dx, u ∈ H1(Rd).
En effet, on se donne une partition de l’unite´ adapte´e aux poˆles pj :
χ0 ∈ C∞(Rd), χj ∈ C∞0 (Rd),
N∑
j=1
χ2j = 1
pk /∈ suppχj , k 6= j, k = 1, . . . , N, j = 0, . . . , N ;
et on e´crit :
Q(u) =
∫ N∑
j=0
χ2j |∇u|2 dx+
∫ N∑
j=0
V χ2j |u|2 dx
=
∫
|χ0∇u|2 dx+
N∑
j=1
∫
|∇(χju) + [χj ,∇]u|2 dx+
N∑
j=0
∫
V |χju|2 dx
≥
∫
|χ0∇u|2 dx+ (1− ε)
N∑
j=1
∫
|∇(χju)|2 dx
− Cε
N∑
j=1
∫
|[χj ,∇]u|2 dx+
N∑
j=0
∫
V |χju|2 dx,
ou` Cε de´signe une constante de´pendant de ε. On conclut avec l’hypothe`se (6), et l’ine´galite´ (10), applique´e
a` χju, en prenant ε assez petit.
Il est e´vident que D(Q) est complet pour la norme :
||u||Q =
√
Q(u) + ||u||L2 ,
c’est a` dire que Q est ferme´e (en fait, de`s que d ≥ 3, D(Q) est exactement l’espace H1 d’apre`s l’ine´galite´
de Hardy). 
Corollaire 2.2. Sous les hypothe`ses (4),..,(7), on peut associer a` Q un unique ope´rateur P , auto-adjoint,
semi-borne´ infe´rieurement, tel que :
D(P ) = {u ∈ D(Q), v 7→ Q(u, v) continu L2}
∀u ∈ D(P ), ∀v ∈ D(Q), Q(u, v) = (Pu, v)L2 .
(cf [20])
La proposition suivante est conse´quence imme´diate de la de´finition de P et, pour le 1), de la densite´
de C∞0 (R
d\P) dans D(Q) :
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Proposition 2.3. 1) D(P ) = {u ∈ D(Q);−∆u+ V u ∈ L2},
2) Sur D(P ),
Pu = −∆u+ V u,
ou` dans 1) et 2), −∆u+ V u est a` prendre au sens des distributions sur Rd\P.
Remarque 2.4. Meˆme si P est la somme formelle des ope´rateurs −∆ et V , on n’a pas toujours les
inclusions :
D(P ) ⊂ D(−∆) = H2
D(P ) ⊂ D(V ) = {u ∈ L2, 1|x− pj |2u ∈ L
2, j = 1, . . . , N}.
Supposons par exemple, que pre`s d’un poˆle pj , V soit exactement de la forme :
(11)
aj
|x− pj |2 , 0 < aj + (
d
2
− 1)2 < 1.
Conside´rons la fonction :
(12) us(x) = |x− pj |sϕ(x − pj), s = −(d/2− 1) +
√
(d/2− 1)2 + a,
ou` ϕ est a` support compact dans {r < l} et vaut 1 pre`s de 0. Comme −∆u + V u est nul pre`s du j-ie`me
poˆle, la proposition pre´ce´dente montre que u est un e´le´ment de D(P ). Mais u n’est ni dans H2, ni dans
D(V ).
Remarque 2.5 (non-unicite´ de l’extension auto-adjointe). Signalons une autre pathologie inte´ressante,
qui survient encore par exemple lorsque V est de la forme (11) pre`s d’un poˆle. La fonction us de´finie par
(12), avec cette fois :
s = −(d/2− 1)−
√
(d/2− 1)2 + a,
est dans L2 et ve´rifie :
−∆us + V us ∈ L2
au sens des distribution sur Rd\P , mais n’est pas dans D(P ). Si A est l’ope´rateur −∆ + V , de´fini de
manie`re naturelle sur C∞0
(
Rd\P), on a donc :
A ( P ( A∗.
Ainsi l’ope´rateur A n’est pas essentiellement auto-adjoint, et admet plusieurs extensions auto-adjointes,
dont l’extension de Friedrichs, choisie ici, qui est la seule dont le domaine est inclus dans H1.
Lorsque la constante a de (6) est assez grande, les deux remarques pre´ce´dentes ne sont plus valables :
l’ope´rateur A ci-dessus admet une seule extension auto-adjointe, dont le domaine est exactement l’in-
tersection de H2 et D(V ). Pour un aperc¸u de ses questions et une e´tude du cas unipolaire, on pourra
consulter [21, chap X].
3. De´monstration du the´ore`me 1
3.1. Introduction de la mesure et e´tude en dehors des poˆles. On ne fait dans ce paragraphe
3.1 que les hypothe`ses (4),..,(7) sur le potentiel V . L’adjoint de l’ope´rateur borne´ sur L2 : χRλ+iεχ est
l’ope´rateur : χRλ−iεχ. Il suffit donc de de´montrer (3) avec le signe − devant iε. Donnons nous une
fonction χ1 de C
∞
0 (R
d) valant 1 sur le support de χ. L’ine´galite´ (3) de´coule de :
(3’) ∃λ0 > 0, ∃C > 0, ∀λ > λ0, ∀ε > 0, ||χ1Rλ−iεχ||L2→L2 ≤
C√
λ
.
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Supposons que (3’) soit fausse. Alors il existe des suites (λn)n≥1, (εn)n≥0 telles que :
λn, εn > 0, λn −→
n→+∞ +∞,
‖χ1Rλn−iεnχ‖L2(Rd)→L2(Rd) >
n√
λn
.
Il existe donc une suite (gn) de fonctions L
2(Rd) telle que :
(13) 1 = ‖χ1Rλn−iεnχgn‖L2(Rd) >
n√
λn
‖gn‖.
De plus, on peut supposer gn ∈ C∞0 (Rd\P), cet espace e´tant dense dans L2. On se place dans un contexte
semi-classique, en posant :
un = Rλn−iεnχgn, hn =
1√
λn
, fn = hngn, αn = εnhn.
On a donc :
h2n(−∆+ V )un − (1 − iαnhn)un = χhnfn,(14)
‖χ1un‖L2(Rd) = 1, ‖fn‖L2(Rd) −→
n→+∞
0, αn > 0.(15)
Notons que contrairement a` un “vrai” proble`me semi-classique, le potentiel V a un coefficient h2n. Ce
coefficient le rend ne´gligeable, sauf au voisinage de chaque poˆle.
On omettra parfois les indices n pour alle´ger les notations. On commence par noter que l’on peut se
contenter d’e´tudier la re´solvante au voisinage de l’axe re´el :
Lemme 3.1.
αn −→
n→+∞ 0,(16)
αn||un||2L2(Rd) −→n→+∞ 0.(17)
De´monstration. Ceci de´coule imme´diatement du caracte`re auto-adjoint de l’ope´rateur P . En effet, en
multipliant (14) par un et en inte´grant la partie imaginaire, on obtient :
Im
(
h2Q(un)− ‖un‖2L2
)
+ hnαn‖un‖2L2 = hIm
∫
χ2fnun dx
On en de´duit (17) car d’apre`s (15), χun est borne´ et fn tend vers 0 dans L
2. Egalement d’apre`s (15), la
norme de un dans L
2 est minore´e quand n tend vers +∞ par un re´el strictement positif, ce qui donne
(16). 
Le lemme suivant, conse´quence facile de l’ine´galite´ de re´solvante (3) sur le Laplacien libre, est de´montre´
dans [3] :
Lemme 3.2. La suite (un) est borne´e dans L
2
loc(R
d).
On peut donc introduire la mesure semi-classique µ associe´e a` un et a` la suite d’e´chelles (hn) (cf [3],
[9]). C’est une mesure de Radon positive sur Rdx×Rdξ qui ve´rifie, a` extraction d’une sous-suite de (un, hn)
pre`s :
(18) ∀a ∈ C∞0 (Rd × Rd),
(
a(x, hnD)ϕ(x)un, un
) −→
n→+∞
< µ, a >
Ou` l’on a note´
(
., .
)
le produit scalaire L2(Rd), ϕ ∈ C∞0 (Rdx) une fonction valant 1 sur la projection en x
du support de a, et a(x, hnD) la suite d’ope´rateur uniforme´ment borne´e sur L
2(Rd) de noyau :
1
(2pi)d
∫
a(x, hnξ)e
i(x−y).ξ dξ.
Rappelons que la limite (18) ne depend pas de la fonction ϕ.
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Proposition 3.3. Sous les hypothe`ses (4),..,(7) :
(1) Vitesse d’oscillation de un et convergence L
2. Si ψ ∈ C∞0 (Rd),
(19) h2n
∫
|∇un|2ψ dx+
∑
j=1..N
h2n
∫
1
|x− pj |2 |un|
2ψ dx = O(1), n→ +∞.
En particulier :
(20) un −→
n→+∞
0 dans L2loc(R
d) ⇐⇒ µ = 0.
(2) Localisation de µ. Le support de la mesure µ11(Rd\P)×Rd est inclus dans {(x, ξ) ∈ Rdx×Rdξ , |ξ|2 =
1}.
(3) Invariance de µ. La mesure µ ve´rifie l’e´quation :
(21) ξ.∂xµ = 0,
au sens D′((Rdx\P)× Rdξ).
(4) Condition a` l’infini. Soit M > 0 assez grand. La mesure µ est nulle pre`s des points rentrants :
Inc = {(x, ξ) ∈ Rd × Rd; |x| ≥M, x.ξ ≤ 0}.
De´monstration. Pour de´montrer le 1, on fait le produit scalaire de l’e´quation (14) sur u avec ψu et on
obtient, en utilisant que fn et un sont borne´s dans L
2
loc :
h2nReQ(un, ψun) = O(1), n→ +∞.
Mais par une inte´gration par partie e´le´mentaire :
ReQ(un, ψun) = h
2
n
∫
|∇un|2ψ dx− h2n
∫
|un|2∆ψ dx+ h2n
∫
V |un|2ψ dx,
ce qui implique (19), en utilisant l’ine´galite´ de Hardy comme dans le lemme 2.1. On en de´duit que un est
hn-oscillante, c’est a` dire que pour toute fonction ψ de C
∞
0 (R
d),
(22) lim
R→+∞
lim sup
n→+∞
∫
|hnξ|≤1
|ψ̂un(ξ)|2 dξ = 0.
L’e´quivalence (20) est une conse´quence facile de (22) (cf [9])
Les points 2 et 3 sont e´le´mentaires et de´montre´s dans [3]Le point 4, moins imme´diat, se de´duit de
l’e´tude du Laplacien libre. C’est une version micro-locale de la condition de radiation Sommerfeld. Si l’on
change le signe devant ihαn dans (14), il faut remplacer Inc par
Outc = {(x, ξ); |x| ≥M, x.ξ ≥ 0}.
On renvoie a` [3]pour la de´monstration. 
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•p1
•p2
•p3
✍
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❘
■
✶
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❑
②
✒
Fig. 1 : le support de µ
L’e´quation (21) est une e´quation de transport qui implique
que la mesure, en dehors des poˆles, est invariante le long des
courbes inte´grales du champ hamiltonien associe´ a` ξ∂x, qui
dans notre cas sont de la forme : {(x0 + sξ0, ξ0), s ∈]a, b[}.
Dans [3], il n’y a pas de poˆle, et le point 4 implique donc,
avec cette proprie´te´ d’invariance de la mesure et une hypothe`se
de non-capture qui dit que toute courbe inte´grale du champ
hamiltonien passe dans l’ensemble Inc, que la mesure µ est
nulle. Ceci montre, la suite (un) e´tant hn-oscillante, qu’elle
tend vers 0 dans L2loc, contredisant ainsi l’hypothe`se (15).
Dans notre cas, la strate´gie de preuve est la meˆme, mais
l’argument pre´ce´dent ne fonctionne pas pour les trajectoires
passant par P . L’invariance de la mesure et le point 4 de la
proposition 3.3 impliquent seulement que le support de µ est
inclus dans la re´union des rayons reliant les poˆles et des rayons
sortants partant de chacun de ces poˆles (cf figure ci-jointe).
Ces derniers rayons sont les plus faciles a` e´liminer, par un argument de “conservation de l’e´nergie”
exprime´ dans la proposition 3.4 : si le support de la mesure µ ne contient aucun rayon rentrant dans un
certain compact, il ne peut pas non plus contenir de rayon sortant de ce compact.
Proposition 3.4. Soient R1, R2, ve´rifiant :
0 < R1 < R2,
et tels que χ et V soient nuls sur {|x| ≥ R1}. Supposons :
(23) suppµ ∩ {R1 ≤ |x| ≤ R2} ⊂ {x.ξ > 0}
ou :
(23’) suppµ ∩ {R1 ≤ |x| ≤ R2} ⊂ {x.ξ < 0}
Alors µ est nulle sur {|x| ≥ R1}.
De´monstration. Soit ϕ ∈ C∞(Rd), radiale, telle que :
r ≥ R2 ⇒ ϕ(r) = 1, r ≤ R1 ⇒ ϕ(r) = 0, ∂ϕ
∂r
≥ 0.
Alors :
0 = Im
(
(−h2∆u− u+ ihαu), ϕu)
L2(Rd)
= Imh
∫
h∇ϕ.∇uu dx+ hα
∫
|u|2ϕdx
Donc d’apre`s (17) :
(24) Im
∫
hn∇ϕ.∇unun dx −→
n→+∞
0.
La suite un est hn-oscillante, on a donc, en se donnant une fonction ψ de C
∞
0 (R
d), a` valeurs re´elles et
valant 1 pre`s de 0,
lim
n→+∞
Im
∫
h∇ϕ.∇uudx = lim
R→+∞
lim
n→+∞
Im
∫
h∇ϕ.∇uψ (R−1hD)udx
= lim
R→+∞
lim
n→+∞ Im
∫
ψ
(
R−1hD
)
(∇ϕ.∇u) udx
=− 〈µ,∇ϕ(x).ξ〉.
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On de´duit de (24) que cette dernie`re quantite´ est nulle. Mais d’apre`s l’hypothe`se (23) ou (23’), ∇ϕ(x).ξ
a un signe constant sur le support de µ. La positivite´ de µ montre alors qu’elle est nulle sur l’ensemble :
{∇ϕ(x).ξ 6= 0}
ce qui implique la nullite´ de µ sur la couronne { dϕdr 6= 0}, et donc par invariance sur {|x| ≥ R1}. 
Il nous reste a` montrer que µ ne charge pas les poˆles et s’annule le long des rayons reliant ces poˆles.
La premier point ne ne´cessite pas l’hypothe`se (8) et est traite´ dans les deux prochaines parties. Dans le
cas d’un seul poˆle, on en de´duit imme´diatement la contradiction recherche´e. Le deuxie`me point est traite´
dans la partie 3.4 ou` on a besoin de toutes les hypothe`ses (4),.., (9) sur V .
3.2. Elimination des petites harmoniques sphe´riques pre`s d’un poˆle. D’apre`s le paragraphe 3.1,
la projection spatiale du support de la mesure µ est incluse dans l’ensemble forme´ des N poˆles et des
N(N−1)
2 segments les reliant. On cherche ici a` e´tudier le comportement de µ au voisinage d’un poˆle pj.
On translate le repe`re pour prendre pj comme origine et on se place en coordoone´es sphe´riques :
r = |x| ∈]0,+∞[, θ = x|x| ∈ S
d−1.
•
0
❖
Z1
•p1
✒
Z2
•p2
✲
Z3
•p3
Fig. 2 : les vecteurs Zj
Notons P ′0 l’ensemble des poˆles diffe´rents de 0 dans ce nouveau repe`re
et Zj les directions sortantes :
Zj =
pj
|pj| , pj ∈ P
′
0.
La mesure au voisinage de x = 0 se concentre (sauf peut-eˆtre en x = 0), sur {|ξ| = 1}, sur chacun des
segments partant de 0 dans les directions Zj. Elle est invariante par le flot hamiltonien en dehors de 0 et
ne charge pas 0. On en de´duit :
(25)
〈
11x 6=0µ, a
〉
=
∑
pj∈P′
∫ +∞
0
(
λ+i a(x = tZi, ξ = Zi) + λ
−
i a(x = tZi, ξ = −Zi)
)
dt,
a ∈ C∞0
({x ∈ Rd, |x| ≤ l} × Rdξ) ,
ou` les λ+i , λ
−
i sont, du fait de la positivite´ de µ, des constantes positives.
De´composons u et f en harmoniques sphe´riques :
(26) un(x) =
∑
k∈N
ukn(r)ek(θ), fn(x) =
∑
k∈N
fkn(r)ek(θ),
ou` les ek sont les fonctions propres du Laplacien sur la sphe`re, qui forment une base hilbertienne de
L2(Sd−1) telle que :
ek ∈ C∞(Sd−1), −∆ek = ν2kek
νk+1 ≥ νk ≥ ν0 = 0, νk −→
k→+∞
+∞
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Fixons un entier naturel ν˜. On se´pare les petites et les grandes harmoniques sphe´riques de u et de f :
(27)
un = upn + ugn, upn
def
=
∑
νk≤ν˜
uknek, ugn
def
=
∑
νk>ν˜
uknek
fn = fpn + fgn, fpn
def
=
∑
νk≤ν˜
fknek, fgn
def
=
∑
νk>ν˜
fknek.
On notera µp (respectivement µg) la mesure semi-classique associe´e pre`s de 0 a` la suite (upn)n (respective-
ment (ugn)n) et a` la suite d’e´chelle (hn)n. Par un argument e´le´mentaire d’orthogonalite´, l’e´quation (14)
e´tant radiale au voisinage du poˆle, les deux suites ve´rifient pre`s de 0, cette meˆme e´quation (en remplac¸ant
fn par fgn ou fpn), et elles sont donc toutes les deux hn-oscillantes.
L’inte´reˆt de cette de´composition est que pour e´tudier up, on est ramene´ a` un nombre fini d’e´quations
diffe´rentielles ordinaires, et que l’ope´rateur P est “tre`s” positif pre`s de 0 lorsqu’il agit sur les grandes
harmoniques sphe´riques. Dans ce paragraphe, on montre que les petites harmoniques sphe´riques ne jouent
aucun roˆle. L’e´tude de µg se fera dans les deux paragraphes suivants.
Proposition 3.5. Sous les hypothe`ses (4),..,(7) et (9), la mesure µp est nulle et les mesures µ et µg
sont e´gales.
De´monstration. On commence par de´montrer :
Lemme 3.6. La mesure µp ne charge pas 0.
De´monstration. On conside`re la mesure µk associe´e a` la suite hn-oscillante (uknek)n. Puisque up est la
somme d’un nombre fini de ukek, il suffit de montrer le lemme sur chacune des mesure µk. On fixe donc
k ≥ 0. On a, en notant ′ la de´rive´e par rapport a` r :
(28) −h2nu′′kn + h2n
d− 1
r
u′kn + h
2
n(V +
ν2k
2
)ukn − (1− ihnαn)ukn = hfkn
Posons :
ukn(r) = r
d−1
2 vkn, fkn(r) = r
d−1
2 gkn(29)
Wk
def
= V +
ν2k
r2
+
d2 − 4d+ 3
4r2
, |Wk(r)| ≤ C1
r2
(30)
On a :
Skvk = hgk, Sk
def
= −h2 d
2
dr2
+ h2Wk − (1− ihα)(31)
Dans cette de´monstration, on ne pre´cise pas la de´pendance e´ventuelle en k des constantes (qui sont bien
suˆr inde´pendantes de n), k e´tant fixe´ de bout en bout. Il suffit de montrer :
∀ε > 0, ∃r1 > 0, lim sup
n→+∞
∫ r1
0
|vkn|2 dr ≤ ε.
Soit ε strictement positif. D’apre`s (19),
∃C2 > 0, ∀n,
∫ r0
0
h2n
r2
|vkn|2 dr ≤ C2.
Soit m > 0. On a :
(32)
∫ mh
0
|vk(r)|2 dr ≤ m2
∫ mh
0
h2
r2
|vk|2 dr ≤ C2m2 ≤ ε,
en choisissant m assez petit pour que la dernie`re ine´galite´ soit ve´rifie´e. Il nous reste a` majorer la norme
L2 de vk dans la zone {r > mh}. On introduit :
Ekn(r)
def
= |vkn(r)|2 + |hnv′kn(r)|2 ,
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qui est de´rivable, de de´rive´e :
E′k(r) =2Re
(
v′kvk + h
2v′kv
′′
k
)
=2Re
(
h2Wkv
′
kvk − iαv′kvk − hχv′kfk
)
|E′k(r)| ≤
(
C1h
r2
+ α
)
|hv′kvk|+ |hv′kfk|
−E′k(r) ≤
(
C1h
r2
+ 1
)
Ek(r) + |fk(r)|2 ,(33)
de`s que n est assez grand pour que α soit infe´rieur a` 1. On a obtenu la deuxie`me ligne par l’e´quation
(31) sur vk. Majorons Ek pre`s de 0 par le lemme de Gronwall. Pour cela, on fixe deux re´els strictement
positifs t et ρ. Il de´coule de (33) :
∀r ≥ t, − d
dr
(
e
∫
r
t
(C1h/s
2+1) dsEk(r)
)
≤ e
∫
r
t
(C1h/s
2+1) ds|fk(r)|2.
Soit, en inte´grant cette ine´galite´ entre t et t+ ρ, avec t ≥ mh :
Ek(t) ≤ eC1/m+ρκ2k + eC1/mEk(t+ ρ), κ2k(n)
def
=
∫ l
0
|fkn(r)|2 dr.
On inte`gre maintenant par rapport a` la mesure dt entre mh et un re´el strictement positif r1. On obtient :
(34)
∫ r1
mh
Ek(t) dt ≤ eC1/m+ρr1κ2k︸ ︷︷ ︸
−→0
n→+∞
+eC1/m+ρ
∫ r1
mh
Ek(t+ ρ) dt
Fixons ρ strictement compris entre 0 et l. On a :∫ r1+ρ
ρ
Ek(r) dr =
∫ r1+ρ
ρ
|uk(r)|2rd−1 dr + h2
∫ r1+ρ
ρ
|u′k(r)|2rd−1 dr +O(h2), n→ +∞
lim sup
n→+∞
∫ r1+ρ
ρ
Ekn(r) dr ≤ 2µk({ρ ≤ |x| ≤ r1 + ρ})(35)
On a obtenu cette dernie`re ligne en utilisant que sur le support de µ11{x 6=0}, et donc sur celui de µk11{x 6=0},
|ξ| vaut 1. La forme de la mesure µp pre`s de 0 montre que le terme de droite de cet ine´galite´ peut-eˆtre choisi
plus petit que e−C1/mε, en prenant r1 assez petit. En effet, l’orthogonalite´ des harmoniques sphe´riques
montre que :
µ({ρ ≤ |x| ≤ r1 + ρ}) =µp({ρ ≤ |x| ≤ r1 + ρ}) + µg({ρ ≤ |x| ≤ r1 + ρ})
≥µp({ρ ≤ |x| ≤ r1 + ρ}),
et la mesure µ ne charge pas les cercles autour du poˆle. Finalement en utilisant (35) avec un tel r1, ainsi
que (32),(34), on obtient :
lim sup
n→+∞
∫ r1
0
Ekn(r) dr ≤ 2ε,
ce qui ache`ve la de´monstration. 
Fixons maintenant un r0 proche de 0. Les suites (un), (ugn) et (upn), ve´rifient deux proprie´te´s
d’“orthogonalite´s”.
– La premie`re est simplement l’orthogonalite´ dans L2 des harmoniques sphe´riques, qui implique :(
ugn, upn
)
L2({r≤r0}) = 0.
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D’ou` :
|un|2L2({r≤r0} = |upn|2L2({r≤r0} + |ugn|2L2({r≤r0},
µ({r ≤ r0}) = µg({r ≤ r0}) + µp({r ≤ r0}).(36)
– La deuxie`me est le fait que les deux mesure µ11{|x|<2r0} et µp11{|x|<2r0} sont mutuellement singulie`res.
La premie`re de ces mesures est porte´e par l’ensemble :
S = S × Rdξ , S = {sZj, s ∈ [0, 2r0[, pj ∈ P ′0} .
Nous allons de´montrer que µp11{|x|<2r0} ne charge pas cet ensemble. Soit ε > 0. La mesure µp ne
charge pas 0, donc si ρ est assez petit,
(37) µp({|x| ≤ ρ}) ≤ ε.
D’autre part, up ne peut pas se concentrer sur un rayon. En effet, si Z est dans S
d−1 :
(38){∫∣∣x/|x|−Z∣∣≤η, |x|≤2r0 ∣∣upn(x)∣∣2dx
}1/2
≤
∑
k,νk≤ν˜
{∫∣∣x/|x|−Z∣∣≤η, |x|≤2r0 ∣∣ukn(|x|)ek(x/|x|)∣∣2dx
}1/2
≤
∑
k
{∫ 2r0
0
|ukn(r)|2rd−1 dr
}1/2{∫
|θ−Z|≤η
|ek(θ)|2 dθ
}1/2
Le premier facteur est majore´ par une constante inde´pendante de n, et le deuxie`me, inde´pendant
de n, tend vers 0 lorsque η tend vers 0. On obtient finalement, avec (37) et (38), que pour tout ε, il
existe un voisinage V de S tel que :
µp(V ) ≤ ε,
et donc que µp11S = 0. Il est facile de montrer, dans ces conditions que pour tout symbole a(x, ξ) ∈
C∞0 ({|x| < 2r0} × Rd) et pour toute fonction re´gulie`re ϕ tronquant autour de 0, on a :
(39) (a(x, hD)ϕup, u)L2 −→
n→+∞
0.
(il suffit de diviser le produit scalaire entre un petit voisinage de S, sur lequel la limite supe´rieur des
normes L2 de upn est aussi petite que l’on veut, et son comple´mentaire, sur lequel la norme L
2 de
ugn tend vers 0 quand n tend vers l’∞). Finalement, l’e´galite´ : ug = u− up et (39) impliquent :
(40) µg({r ≤ r0}) = µ({r ≤ r0}) + µp({r ≤ r0}).
D’apre`s (36) et (40), µp({r ≤ r0}) est nulle. La proposition 3.5 est de´montre´e. 
3.3. Absence de concentration sur le poˆle.
Proposition 3.7. Sous les hypothe`ses (4),..,(7) et (9), la mesure µ ne charge pas les poˆles.
Corollaire 3.8. Sous les meˆmes hypothe`ses et si N = 1, µ est nulle.
En effet, dans ce dernier cas, d’apre`s le paragraphe 3.1 (propositions 3.3 et 3.4), la projection en x du
support de µ est incluse dans le poˆle. L’e´tude du cas N ≥ 2 est comple´te´e dans la partie 3.4.
Pour montrer la proposition, on reprend les notations de la partie 3.2. On se place encore au voisinage
du poˆle pj0 = 0 et on conside`re la de´composition (27) en petites et grandes harmoniques sphe´riques :
u = up + ug. La mesure µp e´tant nulle, il suffit de montrer que la mesure µg ne charge pas les poˆles. On
va en fait montrer un re´sultat plus fort :
Lemme 3.9. Soit t ∈]0, 1[. Si ν˜ est choisi assez grand :
(41)
∫
|x|≤1
|x|−t|ugn|2 dx = O(1), n→ +∞.
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De´monstration. Comme dans la de´monstration du lemme 3.6, on note r(d−1)/2vkn = ukn. Fixons n et k.
Pour justifier nos inte´grations par parties, on a besoin de connaˆıtre le comportement pre`s de 0 de vkn et
de ces de´rive´es. On notera :
F (r) .
r→0
G(r) ⇐⇒ ∃ε > 0, ∃A > 0, ∀r ∈]0, ε[, |F (r)| ≤ A|G(r)|.
On a choisi les fonctions fn nulles pre`s de chaque poˆle. La fonction vkn est donc, au voisinage de 0,
solution de l’e´quation diffe´rentielle en y : Sky = 0 (ou` Sk est l’ope´rateur diffe´rentiel de degre´ 2 de´fini par
(31)), qui admet une famille libre de solutions {y+, y−} telle que :
(42)
(
d
dr
)j
y+(r) .
r→0
r1−j+σk , j = 0, 1, 2(
d
dr
)j
y−(r) &
r→0
r1−σk
σk :=
√
(d/2− 1)2 + a+ ν2k .
Re´servons la preuve de cette affirmation a` plus tard (cf le lemme 3.11). La fonction un e´tant dans le
domaine de P , r−1ukn est dans l’espace L2(rd−1dr), et donc r−1vkn est dans l’espace L2(dr). On en
de´duit que la composante de vkn selon y− est nulle et donc que vkn ve´rifie :
(43)
(
d
dr
)j
vkn(r) .
r→0
r1−j+σk , j = 0, 1, 2
Cette majoration n’est uniforme ni en n, ni en k, mais elle justifie toutes les inte´grations par parties qui
suivent graˆce a` la remarque e´le´mentaire suivante :
Remarque 3.10. Soient F et G deux fonctions re´gulie`res de la variable r > 0, nulles a` l’infini, telles que
pour des re´elles σ et τ ve´rifiant σ + τ > 0 :(
d
dr
)j
F (r) .
r→0
rσ−j ,
(
d
dr
)j
G(r) .
r→0
rτ−j , j = 0, 1.
Alors : ∫ +∞
0
dF
dr
Gdr = −
∫ +∞
0
F
dG
dr
dr
Notons wkn = e
i r
h vkn et posons :
β2k(n) :=
∫ l
0
|wkn|2 dr, γ2k(n) :=
∫ l
0
h2n |w′kn|2 dr, κ2k(n) :=
∫ l
0
|gkn|2 dr
M2k (n) := γ
2
k(n) + (1 + h
2ν2k)β
2
k(n) + κ
2
k(n).
Les suite un, h∇un, et hr un sont borne´es dans L2loc, et fn tend vers 0 dans L2. On a donc :
(44)
+∞∑
k=0
κ2k(n) −→n→+∞ 0,
+∞∑
k=0
M2k (n) =n→+∞ O(1).
L’e´quation ve´rifie´e par wkn pour r ≤ l s’e´crit :
(45)
Tkwkn = he
ir/hgkn
Tk
def
= eir/hSke
−ir/h = −h2 d
2
dr2
+ h2
bk
r2
+ h2V + ih
(
α+ 2
d
dr
)
bk := ν
2
k +
d2 − 4d+ 3
4
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On a :
νk ≥ ν˜ ⇒ σk ≥ σ˜, σ˜ :=
√
(d/2− 1)2 + a+ ν˜2.
On se donne une fonction positive ϕ de C∞0 ([0, l[) valant 1 pre`s de 0. Le re´el t ∈]0, 1[ e´tant fixe´, on choisit
ν˜ tel que :
(46) 2σ˜ − t > 0.
On commence par montrer que si ν˜ est assez grand :
(47)
∫
h2n|w′kn|2r−tϕdr +
∫
h2n|wkn|2r−2−tϕdr = O
(
M2k (n)
)
,
ou` on a note´ :
Xk(n) = O (Yk(n)) ⇐⇒ ∃C > 0, ∀k, νk ≥ ν˜, ∀n, |Xk(n)| ≤ C|Yk(n)|.
La constante C de´pend donc e´ventuellement de t mais ni de n, ni de k, moyennant la condition : νk ≥ ν˜.
On a (dans tous les calculs qui suivent on omet les indices n pour alle´ger les notations) :
(48)
I︷ ︸︸ ︷
Re
∫
Tkwkw
′
kr
1−tϕdr =
I1︷ ︸︸ ︷
−Reh2
∫
w′′kw
′
kr
1−tϕdr
+Reh2bk
∫
wkw
′
kr
−1−tϕdr︸ ︷︷ ︸
I2
+Reh2
∫
V wkw
′
kr
1−tϕdr︸ ︷︷ ︸
I3
+ Imhα
∫
wkw
′
kr
1−tϕdr︸ ︷︷ ︸
I4
Remarquons que par les estimations (43), et l’hypothe`se (46) sur le parame`tre t, toutes ces inte´grales
sont absolument convergentes. On a :
I1 = −1
2
h2
∫
d
dr
|w′k|2r1−tϕdr
|w′k|2 . r2σk−1,
d
dr
|w′k|2 . r2σk−2, r → 0.
D’apre`s la remarque 3.10 et la condition 2σ˜ − t > 0, on peut inte´grer par parties :
(49) I1 =
(1− t)
2
h2
∫
|w′k|2r−tϕdr︸ ︷︷ ︸
I1a
+
1
2
h2
∫
|w′k|2r1−tϕ′ dr︸ ︷︷ ︸
O(γ2
k
(n))
.
Pour majorer le dernier terme on a utilise´ que la de´rive´e de ϕ est nulle pre`s de 0. En raisonnant de la
meˆme manie`re pour justifier les inte´grations par parties, on obtient :
(50)
I2 =
h2
2
bk
∫
d
dr
|wk|2r−1−tϕdr
I2 =
(1 + t)
2
h2bk
∫
|wk|2r−2−tϕdr︸ ︷︷ ︸
I2a
− h
2
2
bk
∫
|wk|2r−1−tϕ′ dr︸ ︷︷ ︸
O(h2(1+ν2
k
)β2
k
)
.
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Par la majoration (7) sur V , on a :
|I3| ≤h2
∫
CV
r2
|wk||w′k|r1−tϕdr
≤CV
{∫
h2
r2
|wk|2r−tϕdr
}1/2{∫
h2|w′k|2r−tϕdr
}1/2
|I3| ≤CV
2
{
1
ε
∫
h2
r2
|wk|2r−tϕdr + ε
∫
h2|w′k|2r−tϕdr
}
(51)
Enfin, on a les majorations simples :
(52)
I4 = O(αγkβk),
I =
∫
Tkwkw
′
kr
1−tϕdr =
∫
ei
r
hhgkw
′
kr
1−tϕdr = O(κkγk),
Prenons ε assez petit pour que 1−t2 >
CV ε
2 , ce qui est possible car t < 1, puis choisissons ν˜ tel que :
νk ≥ ν˜ ⇒ bk > CV
2ε
.
Les deux termes principaux de (49) et (50), I1a et I2a dominent donc I3 et on obtient, par (48), (49),
(50), (51), (52), l’ine´galite´ (47). On va maintenant en de´duire, en utilisant a` nouveau l’e´quation (45) sur
wk la conclusion du lemme 3.9. On a :
(53) J := Im
∫
Tkwkwkr
1−tϕdr
= −h2Im
∫
w′′kwkr
1−tϕdr︸ ︷︷ ︸
J1
+αh
∫
|wk|2r1−tϕdr︸ ︷︷ ︸
J2
+2hRe
∫
w′kwkr
1−tϕdr︸ ︷︷ ︸
J3
.
En remarquant (les inte´grations par parties se justifient comme pre´ce´demment) :
J =O (hκkβk)
J1 =2Im (1− t)h2
∫
w′kwkr
−tϕdr +O(hβkγk)
|J1| ≤Ch
{∫
h2|w′k|2r−tϕdr
}1/2 {∫
|wk|2r−tϕdr
}1/2
+O(hβkγk)
J2 =O(hβ
2
k)
J3 =h
∫
d
dr
|wk|2r1−tϕdr
=(t− 1)h
∫
|wk|2r−tϕdr +O(hβ2k)
En utilisant (47) pour majorer J1, on de´duit de (53) :∫
|wkn|2r−t dr = O(M2k (n)).
En repassant a` ukn = e
−ir/hr(d−1)/2wkn, puis en sommant sur tous les k tels que νk ≥ ν˜, et en utilisant
la majoration (44) de la somme des M2k , on obtient exactement (41). 
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Lemme 3.11. Soient : l > 0, q1, q2 ∈ L∞loc (]0, l],R) tels que :
q1(r) ≥ b
r2
, b > −1
4
(54)
|qj(r)| ≤ C
r2
, j = 1, 2.(55)
Alors l’e´quation diffe´rentielle :
(56) y′′(r) =
(
q1(r) + iq2(r)
)
y(r), r ∈]0, l],
admet une base de solutions (y+, y−) telle que :(
d
dr
)j
y+(r) .
r→0
r1/2+
√
B−j , j = 0, 1, 2(57)
y−(r) &
r→0
r1/2−
√
B(58)
De´monstration. Posons :
r = e−s, y(r) = e−s/2z(s) = r1/2z(− log r).
L’e´quation diffe´rentielle (56) et les hypothe`ses (54) et (55) s’e´crivent :
z′′ =
(
1/4 + e−2sq1(e−s)
)︸ ︷︷ ︸
Q1(s)
z+ ie−2sq2(e−s)︸ ︷︷ ︸
Q2(s)
z, s ≥ L := − log l(56’)
Q2(s) ≥B := b+ 1/4 > 0(54’)
|Qj(s)| ≤C, j = 1, 2.(55’)
On s’inspire de [12, Chap. II Ex. 14]. Soit z une solution de (54’) et Z = |z|2. Alors, en utilisant (56’) et
(54’), on obtient :
Z ′(s) =2Re (z(s)z′(s))
Z ′′(s) =2|z′(s)|2 + 2Q1(s)|z(s)|2
≥2
√
B
(
1√
B
|z′(s)|2 +
√
B|z(s)|2
)
Z ′′(s) ≥2
√
BZ ′(s).(59)
On commence par construire la solution z− correspondant a` y−, en choisissant la solution de (56’) telle
que z−(L) = z′−(L) = 1. Il est facile de voir, avec (59) que Z− et Z
′
− restent supe´rieur a` 1 et croissantes.
Par le lemme de Gronwall, (59) implique :
Z ′−(s) ≥e2
√
B(s−L)Z ′−(L)
Z−(s0) ≥Z ′−(L)
1
2
√
B
e2
√
B(s0−L) + Z−(L),
z−(s) &
s→+∞
e
√
Bs(60)
ce qui de´montre la condition (58) sur y−(r) = r1/2z−(− log r). On construit ensuite z+, comme la solution
de (56’) de´finie par :
z+(s) := z−(s)
∫ +∞
s
dσ
z2−(σ)
.
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On a :
|z+(s)| ≤|z−(s)|
∫ +∞
s
dσ
|z−(σ)|2
≤
∫ +∞
s
dσ
|z−(σ)| ,
car |z+| est croissante puisque Z+ l’est. Donc, gra`ce a` (60) :
(61) z+(s) .
s→+∞
e−
√
Bs,
et par l’e´quation (56’) et les hypothe`ses sur Q1 et Q2 la meˆme proprie´te´ est vraie pour la de´rive´e seconde
de z+. Il est bien connu que cela implique aussi (61) pour la de´rive´e premie`re de z+. Les estimations (57)
sur y+(r) = r
1/2z+(− log(r)) en de´coulent imme´diatement. 
3.4. Fin de la de´monstration dans le cas multi-polaire. Dans cette partie, on ache`ve la preuve du
the´ore`me dans le cas N ≥ 2 en montrant :
Proposition 3.12. Supposons (4),..,(9). Soit p ∈ P et P˜p l’ensemble des poˆles p′, distincts de p, et tels
que µ ne soit pas nulle au voisinage de p′. On suppose que µ n’est pas nulle pre`s de p. Alors p appartient
a` l’enveloppe convexe de P˜p.
Conside´rons P˜ l’ensemble des poˆles pre`s desquels la mesure n’est pas nulle. Supposons P˜ non vide.
Le bord de l’enveloppe convexe de P˜ est alors un polygoˆne dont les sommets sont des points de P˜ . En
appliquant la proposition 3.12 a` un tel sommet, on obtient une contradiction qui montre que P˜ est vide
et donc que µ est nulle, ce qui prouve le the´ore`me 1.
De´monstration. On suppose encore p = 0 et on reprend les notations des deux parties pre´ce´dentes.
Puisque d’apre`s la proposition 3.7, µ ne charge pas 0, la formule (25) peut se re´e´crire :
(25’)
〈
µg, a
〉
=
〈
µ, a
〉
=
∑
pj∈P˜0
∫ +∞
0
(
λ+i a(x = tZi, ξ = Zi) + λ
−
i a(x = tZi, ξ = −Zi)
)
dt
a ∈ C∞0
({x ∈ Rd, |x| ≤ l} × Rdξ) ,
ou` les λ±i sont des constantes positives. On commence par de´montrer, pre`s de 0, l’e´quivalent du lemme
3.4 d’invariance globale :
Lemme 3.13. Les rayons rentrant en 0 et sortant de 0 portent la meˆme masse :
(62)
∑
pj∈P˜0
λ−j =
∑
pj∈P˜0
λ+j =: Λ.
De´monstration. On se donne une fonction ϕ ∈ C∞0 ({|x| < l}), positive, radiale, de´croissante en r et
valant 1 pre`s de 0. On a :
Sn := h
−1
n
(
h2nPun − un, ϕun
)
L2
− h−1n
(
ϕun, h
2
nPun − un
) −→
n→+∞
0.
Mais :
Sn =hnQ(un, ϕun)−Q(ϕun, un)
=hn
∫
(∇un.∇ϕ) udx− hn
∫
un∇ϕ.∇un dx
=2iIm
∫
hn∇un.∇ϕun dx.
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La suite (un) e´tant hn-oscillante, il est facile de montrer :
0 = lim
n→+∞
Sn = 2iIm
〈
µ, iξ.∇ϕ〉
On en de´duit, en utilisant l’expression (25’) :
0 =
∑
pj∈P˜0
∫ +∞
0
(
λ+i
dϕ
dr
(r = t)− λ−i
dϕ
dr
(r = t)
)
dt
=−
∑
pj∈P˜0
λ+i +
∑
pj∈P˜0
λ−i .

On e´crit maintenant une variante du lemme 3.9, qui utilise l’hypothe`se (8) faite sur la de´rive´e de V :
Lemme 3.14. Soit cd =
(d−1)(d−3)
4 . Alors :
(63)
(
cd + ν˜ − C
′
V
2
)
lim sup
n→+∞
∫
h2n
|x|3 |ugn|
2 dx ≤ 2Λ.
Remarque 3.15. Le lemme 3.14 est similaire a` la majoration interme´diaire (47) du lemme 3.9, avec
t = 1, mais on ne peut pas de´montrer la majoration correspondante de la de´rive´e radiale de ug, (a` cause
de la constante 1− t dans (49) qui s’annule lorsque t = 1) :
lim sup
n→+∞
∫
h2n
|x|
∣∣∣∣∂ugn∂r
∣∣∣∣2 dx < +∞.
De meˆme, on ne peut malheureusement pas aboutir par cette me´thode a` la conclusion (41) du lemme 3.9
dans le cas t = 1, c’est a` dire montrer :
lim sup
n→+∞
∫
|x|−1 |ugn|2 dx < +∞.
Notons que cette dernie`re proprie´te´, avec la formule (25’) et la non-inte´grabilite´ en 0 de l’application
r 7→ 1/r, impliquerait directement la nullite´ de µ pre`s de 0.
Remarque 3.16. Le lemme 3.14 correspond a` un gain d’une demi puissance de r par rapport a` la borne
naturelle :
hn
r
un = O(1) dans L
2
loc.
Dans la suite, la fonction h
3/2
n r−1un, jouera, pre`s 0, un roˆle similaire a` celui que jouerait une trace dans
un proble`me au bord. On peut comparer le gain de r−1/2 donne´ par (63) au gain d’une demi-de´rive´e par
rapport au the´ore`mes de traces standard obtenu sur les traces d’un proble`me au bord avec des “bonnes”
conditions au bord.
De´monstration. On se donne k tel que νk ≥ ν˜, et on reprend la de´monstration du lemme 3.9, mais avec
t = 1. La formule (48) est encore valable et s’e´crit :
(48’)
I︷ ︸︸ ︷
Re
∫
Tkwkw
′
kϕdr =
I1︷ ︸︸ ︷
−Reh2
∫
w′′kw
′
kϕdr
+Reh2bk
∫
wkw
′
kr
−2ϕdr︸ ︷︷ ︸
I2
+Reh2
∫
V wkw
′
kϕdr︸ ︷︷ ︸
I3
+ Imhα
∫
wkw
′
kϕdr︸ ︷︷ ︸
I4
.
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Toutes le inte´grales e´crites sont absolument convergentes graˆce aux estimations (43). Par des inte´grations
par parties e´le´mentaires, que l’on justifie encore par la remarque 3.10, on calcule :
I1(k, n) =
1
2
∫
h2|w′k|2ϕ′(r) dr(64)
I2(k, n) =
∫
h2bk|wk|2r−3ϕdr︸ ︷︷ ︸
I2a
+
∫
−h
2ν2k
r2
|wk|2ϕ′(r) dr︸ ︷︷ ︸
I2b
+O(h2β2k).(65)
I3(k, n) = −h
2
2
∫
dV
dr
|wk|2ϕdr +O(h2β2k)
|I3(k, n)| ≤ C
′
V
2
∫
h2
r3
|wk|2ϕdr +O(h2β2k)(66)
I4(k, n) = O(αγkβk).(67)
Notons :
Ij(n) :=
∑
νk≥ν˜
Ij(k, n), I2a,b(n) :=
∑
νk≥ν˜
I2a,b(k, n).
En sommant par rapport a` l’indice k, on a facilement les estimations :
I2a(n) ≥ (ν˜ + cd)
∫
h2n
|x|3 |ugn|
2
ϕdx(68)
|I3(n)| ≤ C
′
V
2
∫
h2n
|x|3 |ugn|
2ϕdx + o(1), n→ +∞(69)
I4(n) −→
n→+∞
0.(70)
Il reste a` e´tudier I1 et I2b, dont on peut calculer la limite quand n tend vers +∞ en utilisant la formule
(25’). On a :
e−ir/hr−
d−1
2 hw′k = e
−ir/hr−
d−1
2 h
d
dr
(
eir/hr
d−1
2 uk
)
= hu′k + iuk + h
d− 1
2r
uk.
En sommant par rapport a` k, on obtient :
(71) I1(n) = 1
2
∫ ∣∣∣∣h∂ug∂r + iug
∣∣∣∣2 ϕ′(|x|) dx + o(1), n→ +∞.
Posons :
A := h
∂
∂r
+ i, A˜ := ϕ˜(x)Aψ(hD),
ϕ˜ ∈ C∞0 (Rd), ϕ˜ = 1 sur suppϕ′,
ψ ∈ C∞0 (Rd), ψ(ξ) = 1 sur {|ξ| = 1}
Les suites (ugn) et (hn∇ugn) e´tant hn-oscillantes sur le support de ϕ′, et le support de la mesure µg e´tant
inclus dans l’ensemble {|ξ| = 1}, on montre facilement les convergences L2 :
lim
n→+∞ 11suppϕ
′ (ψ(hnD)ugn) = 0, lim
n→+∞ 11suppϕ
′ (ψ(hnD)∇ugn) = 0.
Et donc :
lim
n→0
(
A˜−A
)
ugn = 0 dans L
2(suppϕ′).
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On en de´duit :
I1(n) =1
2
(
A˜∗ϕ′(|x|)A˜ugn, u˜gn
)
L2
+ o(1)
n→+∞
lim
n→∞
I1(n) =
〈
µ,
1
2
ψ(ξ)
∣∣∣∣iξ. x|x| + i
∣∣∣∣2 ϕ′(|x|)
〉
=
∑
pj∈P˜0
1
2
∫ +∞
0
λ+i 2
2ϕ′(t) dt
lim
n→+∞
I1(n) =2Λ,(72)
ou` aux deux dernie`res lignes, on a utilise´ la formule (25’), la de´finition (62) de Λ et le fait que ϕ(0) = 1.
D’autre part :
I2b(n) =
∑
νk≥ν˜
−h
2
n
2
ν2k
∫
|wkn|2r−2ϕ′(r) dr =
∑
νk≥ν˜
−h
2
n
2
ν2k
∫
1
|x|2 |ukn|
2ϕ′(|x|) dx
=
∫
−h
2
n
2
|∇Tugn|2ϕ′(|x|) dx
ou` ∇T de´signe le gradient tangentiel :
∇TU = ∇U −
(
∂U
∂r
)
x
|x| .
La limite de ce terme, quand n tend vers l’infini, est donc, par un raisonnement analogue au pre´ce´dent :
(73) lim
n→+∞
I2b(n) =
〈
µ,
1
2
ϕ′(|x|)
∣∣∣∣ξ − (x.ξ) x|x|2
∣∣∣∣2
〉
,
qui vaut 0 car µg est nulle lorsque ξ n’est pas parale`lle a` x. En remarquant :
I(n) :=
4∑
j=1
Ij(n) = o(1), n→ +∞,
et en additionnant (68), (69), (70), (72), (73) on obtient (63). 
Introduisons maintenant le re´el positif lg, de´fini par :
lg := lim sup
n→+∞
∫
r≤1
h2n
|x|3 |ugn|
2 dx.
D’apre`s le lemme pre´ce´dent, on a, de`s que ν˜ st assez grand :
(74) 0 ≤ lg ≤ 2Λ
cd + ν˜2 − C
′
V
2
Les λ+j et les λ
−
j vont de´sormais jouer des roˆles syme´triques. La mesure µ e´tant non nulle au voisinage
de 0, on sait que Λ est strictement positif et on peut donc poser :
2Λtj := λ
+
j + λ
−
j ,
∑
pj∈P˜0
tj = 1, 0 ≤ tj ≤ 1
Z :=
∑
pj∈P˜0
tjZj,
Si l’on suppose que 0 n’appartient pas a` l’enveloppe convexe de P˜0, le vecteur Z (qui ne de´pend pas de ν˜
d’apre`s la proposition (3.5)), est non nul. Notons que si µ e´tait invariante par le flot hamiltonien, y compris
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le long des rayons passant par le poˆle, on aurait Z = 0. Cette invariance se de´montre habituellement en
calculant le commutateur C = [−h2P,A], ou` A est un ope´rateur semi-classique a(x, hD), a ∈ C∞0 . Dans
notre cas, C ne peut pas s’estimer, car le potentiel V commute tre`s mal avec de tels ope´rateurs. Pour
contourner ce proble`me, on remplace A par un ope´rateur diffe´rentiel de degre´ 1 dont on peut exprimer
exactement le commutateur avec V en fonction de la de´rive´e de V . L’hypothe`se (8), et l’estimation (74)
sur lg permettent alors de maˆıtriser suffisamment C pour montrer que Z = 0. Ce re´sultat est plus faible
que le the´ore`me d’invariance pre`s du poˆle, mais suffit pour de´montrer la proposition 3.12.
Lemme 3.17.
(75) 4Λ|Z| ≤
√
dC′V lg
De´monstration. Remarquons d’abord que P , qui est un ope´rateur borne´ de son domaine D(P ) dans L2,
de´finit par dualite´ un ope´rateur P˜ borne´ de l’espace L2 dans D(P )∗ :
(P˜F,G)D(P )∗,D(P ) = (F, PG)L2 , F ∈ L2, G ∈ D(P ).
De plus, D(P ) contient l’espace de fonctions test C∞0 (R
d\P), donc D(P )∗ est un sous-espace de l’espace
de distributions D′(Rd\P), et, d’apre`s la proposition 2.3 :
P˜F = −∆F + V F dans D′ (Rd\P) .
Soit Φ = (Φ1, ..,Φd) un champ de vecteurs C
∞ a` support compact dans un petit voisinage de x = 0 sur
Rd, qui pre`s de 0 est constant et e´gal au vecteur (1, .., 1). Soit j un entier compris entre 1 et d. On sait
que la suite
(
hnΦj∂xjugn
)
n
est borne´e dans L2. On en de´duit :((
h2nP˜ − 1
)
Φj∂xjugn, ugn
)
=
(
Φj∂xjugn,
(
h2nP − 1
)
ugn
)
=o(1), n→ +∞.
De meˆme, (
Φj∂xj
(
h2nP − 1
)
ugn, ugn
)
=− ((h2nP − 1)ugn, ∂xj (Φjugn))
=o(1), n→ +∞.
Et donc :
(76) C :=
(
Φj∂xjh
2Pug − h2P˜Φj∂xjug, ug
)
→
n→+∞
0
Dans (76), le produit scalaire est bien de´fini au sens de la dualite´ entre D(P )∗ et D(P ). On peut exprimer
C en fonction de µ et d’un terme domine´ par lg a` l’infini :
C =
( [
Φj∂xj , h
2(−∆+ V )ug
]
, ug
)
(77) ( [
Φj∂xj ,−h2∆
]
ug, ug
)
=2h2
(∇Φj .∇∂xjug, ug)︸ ︷︷ ︸
−→
〈
µ,2ξ.∇Φjξj
〉 +o(1) n→ +∞(78) ∣∣∣(h2 [Φj∂xj , V ]ug, ug)∣∣∣ = ∣∣h2 (Φj(∂xjV )ug, ug)∣∣
≤C′V lg + o(1) n→ +∞.(79)
ou` a` la dernie`re ligne on a utilise´ l’hypothe`se (8) et la de´finition de lg. Finalement, on remarque que
d’apre`s (25’), et puisque Φj(0) = 1, 〈
µ, 2ξ.∇Φjξj
〉
= −4ΛZ.ej,
ou` ej est le vecteur unitaire dont la j-ie`me coordonne´e vaut 1. En utilisant (76),(77),(78),(79), on obtient :
4Λ|Z.ej| ≤ C′V lg,
dont on de´duit (75) en sommant les carre´s. 
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En utilisant (74) et le lemme 3.17, on obtient :
4Λ|Z| ≤
√
dC′V
2Λ
cd + ν˜2 − C
′
V
2
.
Or Z ne de´pend pas de ν˜, que l’on peut prendre aussi grand que l’on veut. On a donc Z = 0, ce qui montre
que le poˆle 0 est un barycentre des directions Zj correspondant au poˆles pj qui appartiennent a` P˜0. On
peut en de´duire facilement que 0 est dans l’enveloppe convexe de P˜0, ce qui de´montre la proposition
3.12. 
4. Une variante du the´ore`me 1
Dans cette section, on e´crit une ge´ne´ralisation partielle du the´ore`me 1 qui permet de conside´rer des
potentiels de la forme :
1
|x− pj |2 aj
(
x− xj
|x− xj |2
)
, aj +
(
d
2
− 1
)2
> 0
pre`s de chaque poˆle pj . Nous pre´cisons ensuite les modifications a` apporter a` la de´monstration du the´ore`me
1 pour de´montrer ce re´sultat.
The´ore`me 2. Soit P = {p1, .., pN} un ensemble de poˆles sur Rd et P = −∆+ V , ou` V est un potentiel
re´el sur Rd tel que :
V = V1 + V2,
avec :
– V1 ve´rifiant les hypothe`ses (4),. . .,(9) du the´ore`me 1,
– V2 ∈ L∞loc
(
Rd\P), a` support compact sur Rd et tel que, si |x− pj| ≤ l :
V2(x) =
1
|x− pj|2 bj
(
x− xj
|x− xj |2
)
, bj ∈ L∞(Sd−1)(80)
bj ≥ 0,(6’)
∇θbj ∈ L∞(Sd−1).(8’)
Alors la conclusion du the´ore`me 1 reste valide : si χ ∈ C∞0
(
Rd
)
,
(81) ∃λ0 > 0, ∃C > 0, ∀λ > λ0, ∀ε > 0, ||χRλ±iεχ||L2→L2 ≤
C√
λ
.
De plus, comme dans le the´ore`me 1, si N = 1, (81) reste vraie sans les hypothe`ses (8) et (8’) faites sur
le gradient de V .
Remarque 4.1. Un tel V ve´rifie les hypothe`ses (4),. . .,(7) du the´ore`me 1, ce qui permet de de´finir comme
dans la section 2, l’ope´rateur P qu sens des formes quadratiques.
Remarque 4.2. Dans le cas unipolaire, les potentiels de la forme :
V (r, θ) = χ(x)
a(θ)
r2
, a ∈ L∞ (Sd−1) , a(θ) ≥ a0, a0 + (d/2− 1)2 > 0,
ou` χ est une fonction a` support compact valant 1 pre`s de 0, rentrent dans le cadre du the´ore`me 2.
Contrairement aux re´sultats connus jusqu’alors, on ne fait aucune hypothe`se dans ce cas sur la de´rive´e
du potentiel pre`s du poˆle, ce qui est naturel : on n’a pas besoin d’un telle condition pour que P soit positif.
Malheureusement, comme dans le cas radial, les conditions sur |∇V | re´apparaissent lorsque N ≥ 2 pour
e´liminer les rayons e´ventuels entre les poˆles du support de µ.
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De´monstration. On reprend point par point la de´monstration du the´ore`me 1 de la section 3.
La partie 3.1, qui ne ne´cessite que les hypothe`ses (4),. . .,(7), reste valable.
On se place ensuite pre`s d’un poˆle pj0 que l’on prend comme origine du repe`re. L’e´quation sur un
s’e´crit, en coordonne´es polaires au voisinage de ce poˆle :
−h2n
∂2
∂r2
un − h2n
d− 1
r
∂
∂r
un + h
2
nV1(r)un −
h2n
r2
∆θun +
bj(θ)
r2
un = hnχfn,
ou` on a note´ ∆θ le Laplacien sur la sphe`re S
d−1. On conside`re alors l’ope´rateur sur L2(Sd−1) :
H = −∆θ + bj(θ), D(H) = H2
(
Sd−1
)
.
La fonction bj e´tant positive est borne´e, il est facile de voir que H est un ope´rateur auto-adjoint positif
a` re´solvante compacte. Il admet donc une famille de vecteur propre formant une base hilbertienne de
l’espace L2
(
Sd−1
)
:
e⋆k ∈ C1(Sd−1), He⋆k = ν⋆2k ek
ν⋆k+1 ≥ ν⋆k ≥ ν⋆0 ≥ 0, ν⋆k −→
k→+∞
+∞
On de´compose, comme dans la partie 3.2 chacune des fonctions un et fn selon ces fonctions propres :
un(x) =
∑
k∈N
u⋆kn(r)e
⋆
k(θ), fn(x) =
∑
k∈N
f⋆kn(r)e
⋆
k(θ).
Puis, ayant fixe´ un entier naturel ν˜, on regroupe a` nouveaus selon les grandes et les petites valeurs
propres :
un = u
⋆
pn + u
⋆
gn, u
⋆
pn
def
=
∑
ν⋆
k
≤ν˜
u⋆kne
⋆
k, u
⋆
gn
def
=
∑
ν⋆
k
>ν˜
u⋆kne
⋆
k
fn = f
⋆
pn + f
⋆
gn, f
⋆
pn
def
=
∑
ν⋆
k
≤ν˜
f⋆kne
⋆
k, f
⋆
gn
def
=
∑
νk>ν˜
f⋆kne
⋆
k.
Les parties 3.2, 3.3, 3.4 de la de´monstration fonctionne alors parfaitement en remplac¸ant les ek par les
e⋆k, et les de´compositions en harmoniques sphe´riques par les de´compositions correspondantes associe´es
aux e⋆k. Remarquons que l’e´quation sur u
⋆
k pre`s du poˆle s’e´crit :
−h2u⋆k′′ − h2n
d− 1
r
u⋆k
′ + h2n
(
V1(r) +
ν⋆k
r2
)
u⋆k − (1− iαn)u⋆k = hnf⋆k .
Elle est donc identique a` l’e´quation (28) ve´rifie´e par uk dans la de´monstration du the´ore`me 1, et en
sommant ces e´quations, on obtient pre`s du poˆles les bonnes e´quations sur u⋆g et u
⋆
p :
(82) h2Pu⋆g − (1− ihα)ug = hf⋆g , h2Pu⋆p − (1 − ihα)up = hf⋆p .
Notons que dans les parties 3.2 et 3.3, les calculs se font sur chacune des harmoniques sphe´riques et que
dans 3.4, on utilise seulement l’e´quation sur ug identique a` (82), et les hypothe`ses (7) et (8) sur V , qui
sont encore valables ici graˆce aux hypothe`ses (7) et (8) sur V1, et (80), (8’) sur V2. On n’utilise jamais
directement, dans 3.4, la forme radiale de V pre`s du poˆle. 
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